Feuille d’exercices n° 9 MP
Espaces vectoriels normés 2026-2027

(x) Exercice 1  Soit (u,) une suite vectorielle de ’espace normé E. Soit ¢ € E. Rappeler la définition de
un, — £ et montrer que 'opération limite est compatible avec le passage a la norme : u, — £ = ||u,|| — ||£]|.

(x) Exercice 2

Vérifier que N définit une norme sur £ = R[X], ou N(P) = sup |P(t)|.
te[—1,1]

(x) Exercice 3 Soit n € N*.
1. Pour z € RT, f,(z) = xe "*. Calculer || fp]oo-

2. Pour z € R, f,(z) = sin"(z) cos(z). Calculer || fy||s. Indication : on pourra commencer par calculer
|[ful@ +2m)], [ fa(=2)] et |fu(m — )| pour en déduire que || fullo = max |fnz()]

0.3

(x) Exercice 4 On munit E = C([0,1],R) des trois normes ||.||1, ||.]|2 et ||.||co. Etudier la convergence
vers la fonction nulle ¢ des suites vectorielles :

1. (fn) avec fr 1z — 2" 2. (gn) avec g, : x — /naz™ 3. (hyn) avec hy, :  — na™.

(x) Exercice 5
On admet que 'on définit deux normes sur ’espace vectoriel E/ des suites complexes bornées en posant :

ulloc =suplun|  N(u) = sup(Juzn| + [uzni1])
neN neN

Montrer que N et ||| sont équivalentes.

(x) Exercice 6
On considere E = C*(]0,1],R) I'espace des fonctions de classe C! sur [0,1]. On définit :

M) = 1O+ 1Moo Na2(F) = [1flloo + [1F o0

1. Justifier que pour f € E, || f]loc €t || f'|lco sont bien définies.

2. Vérifier, au choix, que N7 ou N5 est une norme sur £. On admet que Ny et Ny sont des normes sur
E.

3. Montrer que N et Na sont équivalentes. N1 et Ny sont-elles équivalentes a ||.||o0 7

(>x) Exercice 7 Montrer que A = {(x1,...,2n) € [0,400["| 1+ -+ 2z, <1} est une partie bor-
née et convexe de R".

(xx) Exercice 8 Soit n € N et E,, I'espace vectoriel des polynémes réels de degré inférieur ou égal a n.
Montrer qu’il existe A > 0 vérifiant :

1
VP € E,, /|P(t)ydt >\ sup |P(1)]
0 te(0,1]




(x) Exercice 9 Montrer que p(A, B) = Tr(A" B) est un produit scalaire sur M, (R). En déduire une
norme euclidienne sur M, (R).

n
(»x) Exercice 10 Pour A € M, (R), on définit || Al = Jnax (Z la;
N j:1

1 -1 1
1. Calculer (on détaillera) [|Af| pour A=2[ 0 1 -1
-4 0 2
2. (a) Pour A et B dans M, (R), montrer que [|[A + B| < ||A] + || B]|-
(b) Montrer que A < 3> 3 |ail.

)
)
i=1j=1
(¢) Montrer que ||AB|| < ||A]| x ||B]|, puis que pour tout n € N, ||A"|| < || A||"™.
(d)
)

(e

¢}

Vérifier que pour tout k € N*, AFT1 — Bk+1 — A(A* — B¥) + (A — B)B*.
On pose ¢ = max(|| 4[], || B]|). Montrer par récurrence :

vk e N, A" = BY| < kA - B

f) En déduire que si une suite (A,),en converge vers A alors pour tout k € N*, la suite (AF),cn
p/p p/P
tend vers A*.

(x*) Exercice 11  On munit F = C([a, b}, R) des trois normes :

b b

M) = [1r@lae - Na(f)= | [IfOFa Ne(f) = max 7(2)

1. Montrer que
Ni(f) S (b—a)Noo(f)  Nao(f) S Vb—aN(f)  Ni(f) < Vb—aNs(f)

et montrer que chacune des ces inégalités est optimale.

2. Montrer que ces trois normes ne sont pas équivalentes.

(*x*x*) Exercice 12  Soit L € M,(R).

Montrer qu’il existe une matrice M € M,(R) telle que M" —+> L si, et seulement si, L? = L.
n—-—+0oo

(»x) Exercice 13 wu est une suite réelle.

1. Parmi les suites ci-dessous, quelles sont celles qui sont extraites d’une autre ?
(u2n)v (U3n), (an)a (u3><2")a (u3><2"+1)7 (’ngn), (UQ""‘I)

2. Soit (uy(y)) une suite extraite de (u,). Montrer que toute suite extraite de (u,(,)) est une suite ex-
traite de (uy,).

(**) Exercice 14  u est une suite réelle.

1. On suppose que (ugy,) et (ug,+1) convergent vers la méme limite. Prouver que la suite u est conver-
gente.

2. Donner un exemple de suite telle que (ugy,) converge, (ug,+1) converge, mais (u,) n’est pas conver-
gente.

3. On suppose que les suites (uay,), (u2n+1) et (us,) sont convergentes. Prouver que (u,,) est convergente.



(xx*) Exercice 15 wu est une suite réelle.
1. On suppose que (uy) est croissante et qu’elle admet une suite extraite convergente. Que dire de (uy,) ?

2. On suppose que (u,) est croissante et qu’elle admet une suite extraite majorée. Que dire de (uy,)?
1YY q q

(xx) Exercice 16  Soit (F, ||.||) un espace vectoriel normé de dimension finie et u une suite de EN. On

suppose que
1
Yk € N, flugss — il < (5)"

Montrer que la suite (ug) converge.

(x*%) Exercice 17 Soit A une matrice trigonalisable de M, (R) admettant une seule valeur propre «
telle que a €] — 1, 1[. Montrer que la série " A¥ converge.

(»x) Exercice 18 Soit £ = M, (R), muni d’une norme sous-multiplicative ||.||, c’est-a-dire vérifiant :
(4, B) € Mu(R)?, [|AB|| < [|A]l | B

Soit H € E, ||H|| < 1.
1. Montrer que Y. H* converge.

—+00
2. (5/2 uniquement) Montrer que I, — H est inversible, d’inverse Y. H*.
k=0

Banque épreuve orale CCINP I

Algebre : 61 questions 1 et 2.




