Intégrales généralisées

Les attentes

1. Savoir définir la convergence (= existence) d’une intégrale. Savoir
définir 'intégrabilité d’une fonction.

2. Dans les rédactions, on commence toujours par présenter la conti-
nuité de I'intégrande.

+o0
3. Pour f continue, dérivation de z — [ f.
x

4. Si f est intégrable sur I, alors [ f(t)dt converge.
T

5. Intégrabilités de référence : intégrales de Riemann en +o0, intégrales
de Riemann en 0, intégrales de Riemann en un point, et intégrales

exponentielles.
Théorémes d’équivalence, comparaison, négligeabilité.
Rédaction particuliere de 'intégration par parties.

Rédaction particuliere du changement de variable.

=

Théoreme de convergence dominée pour intervertir limite et
intégrale.

> 10. Intégration des relations de comparaison (domination, négligeabi-
lité et équivalence), pour les intégrales partielles ou les restes. La
fonction de référence est de signe constant.

f est une fonction de la variable réelle et a valeurs dans K, ou K = R ou C. I est un intervalle de R.
Quand ce ne sera pas précisé, a désigne un réel ou —oo, et b désigne un réel ou +oo.

1 Quelques résultats de premiére année

En premiére année, il a été présenté l'intégrale d’une fonction continue sur un segment, puis la
généralisation a l'intégrale d’une fonction continue par morceaux sur un segment.
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,_[ Théoréme 1 — théoréme fondamental du calcul intégral ] \

o Toute fonction continue sur un intervalle y admet une primitive. En particulier, si f est continue
sur un intervalle I et a € I,

H:xr—>/xf(t)dt

est 1'unique primitive de f sur I qui s’annule en a. La fonction H est de classe C' sur I et
H'(z) = f(z) pour z € I.

b
o Si f est continue sur le segment [a,b] alors [ f(t)dt = F(b) — F(a) ou F est une primi-
a

tive de f sur [a, b].

Expression intégrale de f quand f est de classe C' En particulier, pour f de classe C* sur I et
a€l,

Veel, flz)=fla)+ / £t dt

r—[ Définition 1 }

Une fonction f : [a,b] — C est continue par morceaux s'il existe une subdivision (xq,...,%,) de
[a, b] telle que pour tout i € [0,n — 1],

— fijes,zisa] €St continue sur Jz;, 21
— J||wi,wisq| €St Prolongeable par continuité en z; et ;1.

La subdivision (xq,...,x,) est dite adaptée a f.

.

SCHEMA

Par exemple, les fonctions continues et les fonctions en escalier sont continues par morceaux. Avec les
Ti4+1

notations précédentes, 'intégrale de f sur [a, b] est la somme des intégrales [ f, et est indépendante de
z;

la subdivision choisie.

2
Exercice 1 : Calculer I = [ ¢|t]dt.
V3
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2 Convergence d’intégrales sur un intervalle semi-ouvert a droite

Il s’agit maintenant de donner un sens si possible & 'intégrale d’une fonction continue par morceaux
sur un intervalle autre qu’un segment. On parle alors d’intégrales impropres ou généralisées.

—[ Définition 2 }

On dit que f est continue par morceaux sur 'intervalle I si sa restriction a tout segment inclus dans
I est continue par morceaux. On note CM (I, K) ’ensemble des fonctions continues par morceaux
sur I et a valeurs dans K.

3
Notre premier objectif est d’étudier la convergence, c’est-a-dire 'existence, d’intégrales du type [ L_dt
0
+oo
ou [ e 3tdt.
1

Soient a réel et b € RU {400} tels que a < b.

—[ Définition 3 }

Soit f une fonction continue par morceaux sur [a, b[.

b T
L’intégrale généralisée / f(t)dt est convergente si les intégrales partielles / f(t)dt admettent
a a

b b
une limite finie quand z tend vers b. La valeur de I'intégrale est alors notée [ f, ou [ f(¢)dt, ou
a a

| f, et correspond &
[a,b]

b b z
/f _ /f(t) dt = lim/f(t) dt
z—b
a a a
b
Dans le cas contraire, on dit que 'intégrale / f(t) dt diverge.
a

—[ Définition 4 }

b
Dans le cas ou 'intégrale / f(t)dt converge, on appelle reste la fonction R définie sur [a, b[ par :

a

b

Riz)= [ f(t)dt = /b f(t)dt — / f(t)at

T a

On a lim R(x) = 0.

z—b

Converger a ici le sens d’exister. On dira « 'intégrale converge et vaut... »
mais pas « l'intégrale converge vers... ».

e Deux intégrales sont de méme nature si elles sont toutes les deux convergentes ou toutes les deux
divergentes.
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b b
o Si f est continue par morceaux sur [a, b[, alors pour tout ¢ € [a, b[, les intégrales [ f(¢t)dt et [ f(t)dt
C

a
sont de méme nature. Autrement dit, seul le point & probléme, b, importe !

e Le vocabulaire est tres ressemblant a celui du chapitre Séries, mais attention tout de méme :

Zun converge = limu, =0

b
/f(t) dt converge = liinf =0

o Dans le cas ou f est continue par morceaux sur [a, b], nous nous retrouvons avec deux définitions
b
de [ f(t)dt : Vintégrale définie en premieére année, et l'intégrale qu’on vient de définir, limite des

a
intégrales partielles. Heureusement, elles sont égales. La démonstration est en annexe.

Propriété 1 — intégrales de référence (1) ]

« est un réel.
+0o0
Intégrales de Riemann en ’infini. / tiadt converge si, et seulement si, o > 1.
1
bo
Intégrales de Riemann en by € R. / (boit)a dt converge si, et seulement si, a < 1.
a
+00
Intégrale exponentielle pour a réel, / e~ dt converge si, et seulement si, a >0
0

Démonstration en classe.

,_[ Propriété 2 — lien avec une primitive }

Soit f une fonction continue sur [a,b] et F' une primitive de f.

b
o L’intégrale [ f converge si, et seulement si, F' admet une limite finie en b.
a

b
b
o Si lintégrale [ f  converge, la fonction x / f(t)dt est dérivable sur [a,b[, de

x
dérivée —f.

3 Convergence d’intégrales sur un intervalle semi-ouvert a gauche, sur

un intervalle ouvert

Nous adaptons facilement la section précédente au cas d’une fonction continue par morceaux sur |a, b|

avec —oo0 < a < b. Voyons en situation.

Exercice 2 :
) 0
1. Etudier la convergence de [ sin(t)dt.
—0o0
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1
2. Montrer que [ In(t)dt converge et calculer cette intégrale.
0

Propriété 3 — intégrales de référence (2) ]

b
1
Intégrales de Riemann en ag € R. / W dt converge si, et seulement si, «o < 1.
—ap
ao

1 1
1 1

Par exemple, / — dt converge, et / — dt diverge.
0 Vi 0 t

—[ Définition 5

)
)
Ici —co<a<b< +oo.

b
Soit f une fonction continue par morceaux sur |a, b[. On dit que I'intégrale généralisée [ f converge
a

c b
si, et seulement si, les intégrales [ f et [ f convergent quel que soit ¢ €]a, b].

a C
Si c’est le cas, pour avoir la valeur de I'intégrale, il n’y a plus qu’a additionner :

/bf(t) dt = /cf(t)dtJr/bf(t) dt

Exercice 3 : Etudier la convergence des intégrales suivantes et les calculer si elles convergent :
+00

+oo 1

—— _dt t 3 dt
/ 14 ¢2 ¢ /
— 00

—00

Remarques :

— Les intégrales de Riemann sont toujours divergentes lorsqu’on les étudie sur [0,+4o0[. En effet,

— Si une fonction f est continue sur I =|a,b| et est prolongeable en une fonction continue sur le
segment [a, b], alors 'intégrale de f sur I converge. Une telle intégrale est parfois appelée faussement
impropre.

1
in(t
Par exemple, I'intégrale / sin(t)

dt converge. Pour bien comprendre, imaginez-vous bien le graphe

0
de la fonction prolongeable par continuité sur un segment.
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4 Propriétés des intégrales convergentes

Pour couvrir les différents cas de figure, on considere I un intervalle de R, a = infI, b =sup L.

,_[ Propriété 4 — linéarité ] |

Soient f et g des fonctions continues par morceaux sur I, d’intégrale convergente sur I, et
b

(\, 1) € K2, Alors /()\f(t) + pg(t)) dt converge, et on a :

a

b b

b
JOr@ +ng) de=x [ feydt+u [ g0 ar

a a

Autrement dit, ’ensemble des fonctions dont I'intégrale sur I converge est un K-espace vectoriel
et lapplication qui & une telle fonction associe son intégrale sur I est une forme linéaire.

,_[ Propriété 5 — fonction a valeurs dans C }

. b b

Etant donné f € CM(I,C), l'intégrale [ f converge si, et seulement si, les intégrales [Re(f) et
a a

b

JIm(f) convergent, et on a alors :
a

/bf = /bRe(f) +i [ 1m(f)

a

—+o00 —+o00
Exercice 4 : Calculer, pour a > 0, les intégrales / e cos(t) dt et / e~ sin(t) dt.
0 0

,_[ Propriété 6 — positivité et stricte positivité de I'intégrale }

b

Soit f continue par morceaux sur I telle que l'intégrale / f converge.

a

b
— Si f est positive sur I alors /f(t) dt > 0.
a

b
— Sia < bet f est strictement positive sur I, alors /f(t) dt > 0.
a
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,_[ Propriété 7 — nullité de 'intégrale ] .

b
Soit f une fonction continue sur I telle que I'intégrale / f(t)dt converge.

a
b

Si f est continue, de signe constant sur I et /f(t) dt =0, alors: Vtel, f(t)=0.
a

,_[ Propriété 8 — croissance de 'intégrale ]

Soient deux fonctions f et g continues par morceaux sur I, d’intégrale convergente sur I.
b

b
Si f < gsur I, alors /f(t) dt < /g(t) dt.

a

,_[ Propriété 9 — relation de Chasles }

b

Soit f continue par morceaux sur I telle que l'intégrale / f converge. Pour tout ¢ €]a, b],

jf=jf+if

5 Le cas particulier des intégrales de fonctions positives

,_[ Propriété 10 }

Soit f continue par morceaux sur [a, b[ et positive.

b T
/f(t) dt converge <« la fonction x +— /f(t) dt est majorée sur [a,b]

b T
/f(t) dt diverge < lin%/f(t) dt = 400
z—

a

Dans le cas ou f est POSITIVE, on peut choisir de se placer dans [0, +oc]. Dans [0, +00], 'intégrale
b
J f(t) dt existe toujours :
a
b

b
o [ f(t)dt =400 si, et seulement si, U'intégrale [ f(t)dt¢ diverge. Ce sera le cas quand f n’est pas
a

a
intégrable sur |a, b].

b b
o [f(t)dt < +o00 si, et seulement si, 'intégrale [ f(t)dt converge. Ce sera le cas quand f est
a a

intégrable sur ]a, b|.
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Par exemple, dans [0, +oc],

dt = [2vVt]§ =2

Sl -

11 1
0 0

,_[ Théoréeme 2 — majoration ]

Soient f et g deux fonctions continues par morceaux sur un intervalle I telles que 0 < f < g sur
1. Si l'intégrale de g sur I converge, alors 'intégrale de f sur I converge également.

b b
Par contraposée de ce résultat, nous avons aussi : si [ f diverge, alors [ g diverge.
a a
+00 +oo
: L . el 1
Exercice 5 : Etudier la nature des intégrales / n dt et / sin( t—3) dt.
1 1

6 Fonctions intégrables et espace L'(I,K)

—| Définition 6 |

Soit f une fonction continue par morceaux sur I. On dit que f est intégrable sur I ou que
Pintégrale de f sur I converge absolument si I'intégrale de | f| sur I converge.

On note L'(I,K) l'ensemble des fonctions intégrables sur un intervalle I & valeurs dans
K.

Remarque : pour une fonction de signe constant, la convergence absolue (I'intégrabilité) équivaut a la
convergence de l'intégrale.

Comme exemples élémentaires, nous avons :
— la fonction nulle est intégrable sur R,

— la fonction constante égale a 1 n’est pas intégrable sur R.

Propriété 11 — intégrales de référence (récapitulatif)

a,a,ag, by sont des réels avec a > 0 et ag < bg.
Intégrales de Riemann en l’infini.

1
z+— —  est intégrable sur [a, +-00[ si, et seulement si, > 1.
T

Intégrales de Riemann en ag, by € R.

1
T W est intégrable sur [ag, bo[ si, et seulement si, o < 1.
T — 09

T W est intégrable sur Jag, bo] si, et seulement si, « < 1.
Tr — Qo

—axr

Intégrale exponentielle z— e est intégrable sur [0, +o0[ si, et seulement si, a > 0.
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Comme pour les séries, pour lesquelles la convergence absolue impliquait la convergence, nous avons le
trés utile résultat suivant.

,_[ Propriété 12 — inégalité triangulaire }

Soit f une fonction continue par morceaux sur un intervalle I & valeurs dans K. Si f est intégrable
sur I, alors 'intégrale de f sur I converge. De plus,

b b

[rwar < [1r)a

a a

ona=infl et b=supl.

La réciproque est fausse, il existe des fonctions dont l'intégrale sur I converge, mais ne converge pas

+o00
sint
absolument. C’est le cas par exemple de l'intégrale de Dirichlet / let. On dit dans ce cas que
0

Iintégrale est semi-convergente.

Propriété 13 }

L’espace L'(I,KK) est un K-espace vectoriel.

7 Comment se ramener a une fonction de référence ?

Comme pour les séries, nous cherchons ici a nous ramener a des références pour établir la convergence,
au moyen d’équivalences, dominations, négligeabilités.

,_[ Théoreme 3 — domination-négligeabilité }

Soient f et g des fonctions continues par morceaux sur [a, b.

e Sif = O(g) et si g est intégrable sur [a, b[, alors f l'est aussi.

o En particulier, si f = o(g) et si g est intégrable sur [a, b, alors f l'est aussi.

Comme souvent dans ce chapitre, ce théoreme et le suivant restent valables sur |a,b]. Nous utiliserons
souvent la situation suivante, qui découle du théoréme de négligeabilité ou de domination.

CRITERE DE RIEMANN

1 1
Si f(t) = o(t—a) ou f(t) = O(t—a) avec a > 1, alors f est intégrable sur

f « la,4+o0[ » ot @ > 0.
1

Si f(t) o(l) ou f(t) O(—) avec a < 1, alors f est intégrable sur

o e 0 e
«]0,a] ».
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,_[ Théoréeme 4 — critere d’équivalence ]

Soient f et g des fonctions continues par morceaux sur [a, b[ telles que f >3-

f est intégrable sur [a, b[ si, et seulement si, g est intégrable sur [a, b].

+o00

sint
Exercice 6 : Montrer que l'intégrale / 32 dt converge.
U
. nz .
Exercice 7 : Montrer que f:z — 7 est intégrable sur [1, +o0].
x

Exercice 8 (extraits d’oraux Mines-Télécom) :
400

1. (oral Mines-Télécom)Pour n € N, u,, = / c

—t4n

Vit

dt. Montrer que u,, est bien défini.

2
arctan(?
2. Montrer que f :t+— (rtn()> est intégrable sur R™*.
T —
3. Discuter de I'intégrabilité de f :t +— lnt sur |1, 4o00[ en fonction du parametre réel r.
n

Exercice 9 (extrait Mines-Ponts 2024) :

1 — (cost)?Pt!

Soit p € N. Montrer que f : ¢+ 2 est intégrable sur |0, +oo|.

8 Calcul intégral

8.1 intégration par parties

Soient f, g : [a,b[— R de classe C! sur [a, b[. Par intégration par parties, on obtient :

Vo€l [ £gdt = 10gwl; - [ g ar

b b
Ainsi, si lin%) f(z)g(x) existe et est finie, alors les intégrales [ f(t)g'(¢t)dt et [ f'(t)g(t) dt sont de méme
r—r a a

nature.

,_[ Propriété 14 }

Soient f, g :]a,b[— R de classe C' sur ]a,b[ et & valeurs dans K. Si fg admet des limites finies en

b b
a et b, alors les intégrales [ f(t)g'(¢t)dt et [ f/(t)g(t) dt sont de méme nature. Par intégration par
a a

parties :

o [f(t)g(t)]?  désigne lim fg — lim fg.

+00
N Exercice 10 : Pour n € N, I, = [ ttetdt.
0
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1. Montrer que pour tout n € N, I, est une intégrale convergente.
2. Etablir une relation entre I, et In41.

3. En déduire la valeur de I,,.

8.2 changement de variable

,_[ Propriété 15 — Cas d’une intégrale d’une fonction continue sur un segment ]

Soient f une fonction continue sur I et ¢ : [¢,d] — I une fonction de classe C'. On a

d ¢(d)
[ @@= [
¢ ©(c)

Dans la pratique, on mene les calculs sans revenir a la forme précédente.

. J

,_[ Propriété 16 }

a et a désignent un réel ou —oo, b et 8 désignent un réel ou +oo.

Soit f continue sur ]a,b[. Soit ¢ une fonction de classe C!, strictement monotone, réalisant une

bijection de |«, 5[ dans ]a, b].
B

b
Les intégrales /f(cp(t))gp’(t)dt et /f(u)du sont de méme nature. En cas de convergence :

a
b B8
— si @ est croissante, /f(u / fo)(t) (t)dt
a «
B

b
— si ¢ est décroissante, /f(u)du = — /(f o) ()¢ (t) dt.

Autrement dit, les intégrales avant et aprés changement de variables sont de méme nature ; en cas
de convergence, elles sont égales si ¢ est croissante, elles sont opposées si ¢ est décroissante.

Notez bien les différentes d’hypotheéses a rédiger (quand on est sur un segment, on demande juste que
le changement de variables soit de classe C', tandis que sur un intervalle quelconque, le changement de
variable doit étre de classe C!, bijectif et strictement monotone).

RECETTE : Conformément au programme, on applique ce résultat sans justification dans des cas de
changements de variable usuels. Pour ma part, j’exigerai toujours au minimum le tableau de variations
correspondant au changement de variables, avec les limites aux bornes.

t=(u) dt = ¢'(u) du

U bornes connues U on trouve les bornes de u
on trouve
t = (u) les bornes t = (u) bornes connues
de t

Exercice 11 :

+oo
cost
1. Effectuer le changement de variable u = nt dans I'intégrale ﬁ dt.
n
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t
— dt.
Vi

1
1
2. Effectuer le changement de variable ¢t = u? dans I'intégrale / 1
0

3. Trigonométrie : si vous la connaissez, donner I’expression de cost en fonction de v = tan % (et sinon,

trouvez-la).

I
Effectuer le changement de variable u = tan% dans 'intégrale / —dt.
2 + cost
0

w/2

0

+oo
1
4. Pour n e N*, [, = / m dt. Exprimer I, a I’aide des intégrales de Wallis W}, = / sin® z dz
0 ) cosu
en effectuant le changement de variable ¢t = — = cotan u.
sinu

9 Intégration des relations de comparaison

,_[ Propriété 17 — référence intégrable et reste }

Soient f continue par morceaux sur [a,b| et g positive et intégrable sur [a, b|.
b

b
o Sif(x) ~ g(z) alors f est intégrable sur [a, b] et /f(t) dt ~ /g(t) dt.

xT

T

x

.

b b
e Si f(x) = o(g(x)) alors f est intégrable sur [a,b[ et /f(t) dt=o0 (/g(t) dt).

b b
o Si f(x) = O(g(z)) alors f est intégrable sur [a,b| et /f(t) dt = o) (/g(t) dt).

,_[ Propriété 18 — référence non intégrable et intégrales partielles ]

o Si f(x) = o(g(x)) alors /f(t) dt =0 (/g(t) dt) :

+ 8i f(2) = O(g(x)) alors / ft)dt =0 ( / g(t) dt).

Soient f continue par morceaux sur [a,b[ et g positive et non intégrable sur [a, b|.

o Sif(x) ~ g(x) alors f n’est pas intégrable sur [a, b| et /f(t) de ~ /g(t) dt.

x

dt

Exercice 12 : Donner un équivalent quand xz — 400 de / _
t+Vi+1

1

x
int
Exercice 13 : Montrer que /Sil/li dt = O ).
0
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Exercice 14 (oral Mines-Ponts) :

+oo
t
Soit > 0. On pose f(z) = / %dt.

T

1. Justifier que f est définie sur |0, 4oo].

2. Donner un équivalent de f(x) en 0 et en 4oc0.

10 Approfondissement : I’'intégrale Gamma d’Euler

,_[ Theme classique — Intégrales Gamma }

Les intégrales I'(x) sont les intégrales données par :

“+oo

[(z) = /txfle*tdt

0

On a les propriétés :
I'(x) converge si, et seulement si, x>0

Autrement dit, le domaine de définition de la fonction I' est |0, +0o[. On a la relation :

Ve >0, I'(x+1) =zl (z)

Ces résultats ne sont pas a apprendre. Il s’agit néanmoins de grands classiques! Vous pouvez les démontrer
a titre d’exercice (corrigé en annexe).

11 Initiation aux problémes d’interversion limite-intégrale

11.1 la notion de convergence simple

Question

n—-+0o n——+oo

lim /fn(x)dx;/ lim f,(x)dx
T T

Réponse Pas toujours! C’est des objectifs de 'année de savoir répondre a ce genre de questions. Nous
découvrons ici un premier théoreme.

On considére une suite de fonctions (f,)nen définies sur un intervalle I et a valeurs dans K.

,_[ Définition 7 — convergence simple }

On dit que la suite de fonctions (fy,) converge simplement vers la fonction f sur I si

Vo € I, nll)I_lI—loo fa(z) = f(z)

Exercice 15 : Dans cet exercice, I est 'intervalle [0, 1].
Pour chacune des suites de fonctions suivantes, montrer que la suite de fonctions ( f;,) converge simplement
sur I vers une fonction f que I'on déterminera.

1
Calculer [ f,(z)dz et dire si, oui ou non, on a égalité entre lim /fn(x) dz et / lim f,(x)dx.
0 n—-+00 n—-+oo
1 T
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L fo(z) =2"(1—1z)

11.2 le théoréme de convergence dominée

,_[ Théoreme 5 — théoréme de convergence dominée — admis } <

Soit (f,) une suite de fonctions continues par morceaux de I dans K. On fait les hypotheses
suivantes :

o la suite (f,) converge simplement sur I vers une fonction f continue par morceaux

o il existe une fonction ¢ intégrable sur I vérifiant
VneN, Viel, |fult)] < o(t)

Alors toutes les fonctions en jeu sont intégrables sur [ et on a :

Jim g = [
I I

J

.

Conformément au programme, pour I'application pratique du théoreme de convergence dominée, on vé-
rifie les hypotheses de convergence simple et de domination mais pas les hypothéses de continuité par
morceaux.

Exercice 16 : En utilisant le théoréme de convergence dominée, déterminer la limite quand n tend vers
I'infini des intégrales suivantes.

Wy, = /sin"(t) dt
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12 Annexe : quelques éléments de démonstrations
Coincidence des deux définitions de I’intégrale (page 4)

Soit f continue par morceaux sur [a,b]. f est bornée sur ce segment et il existe M réel tel que |f| < M. Pour z € [a,b], par
relation de Chasles dans le cadre de 'intégration sur un segment,

b T b
Ji-]r =]
b T .

/ - / f (b — )M par inégalité triangulaire
x b

Comme limb (b —x)M = 0, par le théoréme d’encadrement, hm f f= f f. Le membre de gauche est la nouvelle définition
xTr—r

de l'intégrale, le membre de droite est ’ancienne. Les deux deﬁnltlons bont bien égales.

N

Propriété 2
x b
Pour z € [a, b], ff = [F(t)]s = F(z) — F(a), donc, facilement, f f converge si, et seulement si, F' admet une limite finie en

b.
b
Notonsg:x+—>ff. On a

x

Vz € [a,b], g(z)= lignF — F(x)
donc g est dérivable et g’ = —f.

Propriété 4

Par exemple dans le cadre ot I = [a, b[, la démonstration est facile en repassant aux intégrales partielles, pour lesquelles on
a déja établi en premiere année la linéarité de 'intégrale.

Propriété 6

x

Par exemple dans le cadre ot I = [a,b[, la démonstration est facile en repassant aux intégrales partielles : f fit)dt >0
a

(positivité de 'intégrale sur un segment), et en passant a la limite quand « — b dans une inégalité large.

Propriété 7
Dans le cadre ou I = [a,b[. Comme f est continue, F : x ff(t) dt est de dérivée f > 0, donc croissante sur I. Par

a
positivité de 'intégrale, F' > 0. Enfin, lim F' = 0. Donc F est nulle sur I. En dérivant, F’ = f est nulle sur I.
b

On déduit de cette propriété que si f est continue, positive et non nulle sur I, alors f f>0.
I

Propriété 8

On applique la propriété 6 & f — g et on utilise la linéarité.

Propriété 9

Démonstration dans le cas ou I = [a,b]. On applique la relation de Chasles pour les intégrales partielles : ff = ff + f I,
a a

et on fait tendre z vers b.

Changement de variables (propriétés 15 et 16)

e Soit I’ une primitive de f sur [.

/ Fe@)F @t = [Flp)] = [Fu]7e = / F(u)du
w(e)

e Démonstration dans le cadre ol ¢ est strictement croissante et ou 'intégrale est impropre (généralisée) en b; ¢ réalise
une bijection de ]a, B[ dans Ja, b[ avec a = lim ¢(z) et b = liI% o(z). La bijection réciproque ¢! est également continue
T—a T—

et strictement croissante sur ]a,b[, d’aprés le théoréme de la bijection. On se rameéne une nouvelle fois & un segment en
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introduisant y € [a, b. 1l existe z € [, B[ tel que y = ().
[ rwa= [ et wa

Quand y — b,onaz =@ '(y) = o *(b) = 8.
Le résultat du changement de variables reste vrai si f est seulement continue par morceaux (admis).

Propriété 10
On pose F : z — [ f(t)dt.

y
Pour = < y, par positivité de I'intégrale ayant f > 0, on a f f(t)dt = 0. Donc F(y) — F(x) > 0.
x

Ainsi (z < y) = (F(z) < F(y)) et F est croissante.
Si f est continue, on peut aussi rédiger ainsi : Vz € [a,b], F'(z) = f(x) > 0 donc F est croissante.
Par le théoréme de la limite monotone, F admet une limite en b, et

— cette limite est finie si, et seulement si, F' est majorée,

— cette limite est 400 si, et seulement si, F' n’est pas majorée.

Théoréme 2
b

On part de 0 < f < g. Si f g converge, alors ses intégrales partielles sont majorées : il existe M réel tel que pour tout x dans

a

x
[a, b], f g < M. Par croissance de I'intégrale,
/ < / g<M
a a
x b
Les intégrales partielles de x — f f sont donc majorées, et par la propriété précédente, f f converge.
Propriétés 12 et 13
b b
Montrons que : f |f| converge = f f converge.
a a
Premier cas : f est a valeurs dans R.
: Gt UL o g LIS 0< fr<If| - TR U S
On introduit f™ = £5+ et f~ = “5+. Avec 0< - <|f et le théoréeme de majoration, ff et ff convergent. On

termine avec f = f — f~.

Deuxieme cas : f est a valeurs dans C.
b

b
On utilise cette fois 0 < | Re(f)| < |f| et 0 < |Im(f)| < |f]. avec le théoréme de majoration, les intégrales [Re(f) et [Im(f)

a
b

convergent absolument. Par le premier cas, ces intégrales convergent, puis f f converge.
Montrons que L' (I,KK) est un sous-espace vectoriel de CM (I, K).
LY(I,K) C CM(I,K). La fonction nulle est intégrable, d’intégrale nulle.
Soient A réel, f et g dans L'(I,K). On a
IAf+ gl < IAIfI+ gl

et on peut appliquer le théoreme de majoration.

Théorémes 3 et 4
¢ Si f = O(g) au voisinage de b et g est intégrable sur [a, [, il existe ¢ € [a, b] et k > 0 tel que
vt € e, b, |f(®)] < Klg@)]

b b
Par hypotheése d’intégrabilité de g, f klg| converge. Par théoréme de majoration (les fonctions sont bien positives), f ISl

c c

b
converge, et donc aussi f | f| converge. f est intégrable sur [a, .

a
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o Sif ~ 9 alors f = O(g) et g = O(f) et on peut appliquer le premier point.
Propriété 17

Dans les trois cas, l'intégrabilité de f a déja été établie (propriétés 3 et 4).
e Si f =0(g) au voisinage de b et g est positive et intégrable sur [a, b[, il existe ¢ € [a,b[ et k > 0 tel que

vt € [e,b], |f(t)] < kg(t)

Par inégalité triangulaire, croissance de 'intégrale, linéarité de I'intégrale,

b b b
/f</|f|<k/g

b b
On a donc établi que [ f = O([ g) au voisinage de b.
e Supposons que f = o(g) au voisinage de b et g est positive et intégrable sur [a,b[. Soit € > 0. Il existe ¢ € [a, [ tel

que
vt e [e,b, [f(t)] <eg(t)

b b b
/f</|f|<a/g
b b xT xT xT

On a donc établi que f f= o(f g) au voisinage de b.

T

Comme précédemment,

e Supposons que f ~ g au voisinage de b et g est positive et intégrable sur [a,b]. Alors f — g = o(g) au voisinage de

b b
b. Par le point précédent, f(f —g) = o(f g), et par linéarité de lintégrale,

b b

jf—/g—d/m

x
Propriété 18
x
Comme g est positive et non intégrable, on a limb f g = +o0.
T—r
e Si f =0(g) au voisinage de b et g est positive et intégrable sur [a, b[, il existe ¢ € [a,b] et k > 0 tel que

vt € [e,b],  |f(t)] < kg(t)

Ona’ x x C x C x
I/fl</|f|</|f\+k/g</\f|+k/g
puis
TEi i
0< =2—< a T+ k

x

[

a

8 —=s
<

de limite nulle en b, donc bornée

x

Donc |ff|:0(fg).

a

e On suppose que f = o(g) au voisinage de b et que g est positive et intégrable sur [a,b[. Soit € > 0. Il existe ¢ € [a, b[ tel
que

Ve [e,b,  |f(8)] < g(t)
o< i fines [a< [ine5 [a
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puis
| [ /] [171

fzg Ja

a

DO ™

de limite nulle en b

Ji WK

Il existe d € [c, b[ tel que pour « € [d,b], “— < §,et 0 < —— < e.
I

8 e
@

x

Done | [ | = o([ g).
e On écrit f — g = o(g) pour se ramener au cas précédent.

Exercice sur les intégrales Gamma en page 10

e convergence

Notons f la fonction t — t*“1e™*. Comme f(t) = "V~ pour t > 0, f est continue sur ]0, +oo].
Comme f est positive, 'existence de I'(v) équivaut & 'intégrabilité de f sur ]0, ool

. Par le critére d’équivalence, f est intégrable sur ]0,1[ si, et seulement si, ¢t — tl%y Iest, soit si, et

On a f(¢) ~

seulement si, 1 — v < 1, ou encore v > 0.

tl—u

On en déduit que pour v < 0, intégrale I'(v) diverge. Et on suppose donc désormais : v > 0.

Par croissances comparées :

t _ 1
lim f(l) = lim t"T'e " =0 donc  f(t) = o (—2)
t—+oo 5 t—r+o0 oo\t

1
La fonction ¢ — = est intégrable sur [1, 00| (intégrabilité de Riemann). Par le théoréme de négligeabilité, f est intégrable
sur [1,4+o0l.

Ainsi, pour v > 0, 'intégrale I'(v) converge. Et finalement :

L’intégrale I'(v) converge si, et seulement si, v > 0.

¢ relation entre I'(v + 1) et I'(v)

—+oo 400
Soit v >0.0Ona:I'(r+1)= / t'e tdt et T'(v) = / t' et dt.
0 0

On effectue une intégration par parties avec les fonctions u et v de classe C* sur ]0, +oo[ données par :
ut)=t" W'@t)=vt"" wt)=—e" V(t)=e"

Les intégrales I'(v) et I'(v 4 1) convergent, et de plus fl}im AY =0 car v > 0, et, par croissance comparée, lim BYe P =0.
—0 B—+o0

Par propriété d’intégration par parties

—+oo +o0
/ Ve tdt=0-0+v / t“etdt  soit TD(r41)=v(v)
0 0
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