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Introduction aux nombres complexes
Vidéos correspondantes sur la chaine YouTube "Maths PCSI Lycée du Parc".

1 Définition des nombres complexes

Un point du plan est un point du type (a,b) o a et b sont des réels. On note aussi <Z> On

-
assimile un point M du plan au vecteur OM, ce qui est possible si 'on fixe 'origine O du plan.

. . 1
Si on munit le plan de la base orthonormée (e_f, 6_2)) avec e_f (O) et e_g ((1)), on a

a
() et 3
avec

L’ensemble C des nombres complexes peut étre défini comme I’ensemble R? dans lequel :

e Les vecteurs de la forme aéf sont simplement notés a.
Le vecteur e est assimilé au réel 1, laxe des abscisses (et donc I'ensemble de tous les vecteurs
de la forme ae_f) est assimilé a la droite réelle, notée R.

e Le vecteur e_g est noté 7.
L’axe des ordonnées est ’ensemble des nombres de la forme b avec b réel. 11 est noté iR.

.l . a .
Définition 1. Un nombre complexe z est un point <b> du plan que 'on note a + b.
7.2( .................................................... . ......
e T O T 342
SRS OSSR SO U2 USRS SNOONS SO SO _—
—3 o 1
SN SR OO0 NSO OO SNOOS SO S
D B [ ST DR eeeeees Feeesns
2 2 - 27 :

e a s’appelle la partie réelle de z, notée Re(z).
e b s’appelle la partie imaginaire de z, notée Zm(z).

Un nombre complexe écrit sous la forme a + ib est dit sous forme algébrique.
Un nombre du type ib (un nombre dont la partie réelle est nulle) est appelé imaginaire pur.




Remarque. Par définition, deux nombres complexes sont égaux s’ils ont méme partie réelle et
méme partie 1maginaire.
Autrement dit : si z1, 25 € C, on a l’équivalence logique :

Re(z1) = TRe(za) (identification des parties réelles)

T { Im(z) = ZIm(z) (identification des parties imaginaires)

Moralement, un complexe est la donnée de deux réels.

2 Somme de nombres complexes

Définition 2 (Somme). Si (al) e R? et (CLQ) € R?, alors la somme vectorielle <Zl> + (GQ)
1

by
est égale a @+ a
g by +by )

La somme sur les complexes est définie comme étant une simple traduction dans les complezes
de la somme sur les vecteurs.
En notation compleze, si z; = ay +1iby et zo = as + iby, alors z; + 29 := (a1 + as) +i(by + ba).

Remarque. De maniére équivalente, on peut définir la somme de deux nombres complexes z; et
29 par les relations {Re(21 2) = Re(z) + Re(z),
Im(z + 2z9) :=Im(z1) + Im(z2).
Proposition 1. Pour tous z1, 23, 23 € C,
® 21 + 20 = 2o + 21 (commutativité)
o (214 22) + 23 = 21 + (22 + 23) (associativité)

La propriété d’associativité permet d’écrire sans parenthéses zy + zo + 23 sans ambiguité.

Exercice 1. On note z = —3 + 2i.
Placer dans le plan complexe : z+1, 2 —1, 2 +14, 2 —i et 24+ 5 — 31.
3 Produit de nombres complexes

Soit z; = ay + iby, 29 = as + thy. Imaginons que 'on ait un produit qui vérifie la propriété de
distributivité, on aurait alors

2129 = (a1 + ib1)<a2 + ZbQ) = aias + ialbg + iagbl + i2b1b2.

Pour définir ce produit, il faut et il suffit de décider d’une valeur de i?>. On choisit

i?i=—1



Ce choix est bien un choix arbitraire, mais il n’est pas fait sans raisons stratégiques, raisons difficiles
a décrire pour le moment, mais qui s’éclairciront petit a petit.

Définition 3 (Produit). Soit 2y = ay + iby, 2o = ag + iby, on définit
Z1R9 = (a1a2 — blbg) + i(a11)2 + CLle).

Il s’agit du produit que 'on obtient mécaniquement lorsque l'on décide que i x i, cad i%, vaut —1.

Remarque. De maniére équivalente, on peut définir le produit de deux nombres complexes z; et
Re(z122) := Re(z1)Re(z2) — Im(z1)Im(za),

2o par les relations
Im(z122) = Re(z1)Im(z2) + Re(z2)Im(z1).

A En général Re(z120) # Re(z1)Re(z2) et Im(z122) # Im(z1)Im(zs).

Proposition 2. Pour tous zy, 23, 23 € C,
® 2129 = 2921 (commutativité)
o (2122)z3 = 2z1(2223) (associativité) ~~ cela permet d’écrire z12923.
o 21(20 + 23) = 2129 + 2123 (distributivité)
Démonstration.
1. La commutativité vient du fait que la formule est symétrique en z; et zs.
2. Similaire & la démonstration précédente.

3. On écrit z; := ay + iby, 29 := ao + by et 23 := a3z + ib3. En se ramenant a la distributivité
dans R, on a d’une part :

21(z9 + 23) = (ay + iby)(ag + iby + ag + ibs)
= (CLl + ibl)(az —+ as -+ Z(bg + bg))
= a1Q2 + ajaz — blbg — blbg -+ i(&gbl + G3b1 + a1b2 -+ Cllbg)

D’autre part,

2129 + 2123 = (a1 + ib1)(&2 + sz) + (a1 + ib1)(a3 + Zbg)
=aiaz + a1a3 — ble — b1b3 + i(a2b1 + a3b1 + ale + albg)

Dot l'égalité zq (2o + 23) = 2129 + 2123.

Exercice 2. Déterminer la forme algébrique des complexes suivants :
21 = (1414)(2 + 30) 29 = i(3 —2i)(1 +1) 2y = (2+1)* —i(1 — 2i)?

Remarque. Les trois identités remarquables



o (21 +29)2 =22 + 22129 + 27

2 _ .2 2
o (21— 29)° =27 — 22120 + 25

® Z% — Z% = (Zl - ZQ)(Zl + ZQ)

sont automatiquement valables pour tous zy,zo € C puisqu’elles découlent mécaniquement des
propriétés de commutativité el d’associativité.

Remarque. On peut ainsi définir la soustraction de deux nombres complexes. On commence par
définir Uopposé —z := (—1) X z puis la soustraction z; — zo := 21 + (—23).

Exercice 3. Pour un nombre complexe z quelconque, représenter dans le plan complexe : —z, 2z,
1z, —1z puis Pensemble des Az, ou A € R.

Proposition 3. 5i 2 € C et A € R, alors :
Re(Az) = ARe(z) et Im(Az) = AXIm(z).
Démonstration. Soit z := a+ib € C, et soit A € R. On a :
Az = Aa + iADb,

Cimpliaue bi Re(Az) = la= ARe(z)
ce qui implique bien que § 7 N - 7 ()
[

Remarque. La multiplication par A € R (la transformation z — Az) revient 4 opérer une ho-
mothétie de rapport A. En particulier, z — —z est une symétrie par rapport a l’origine.

)\2’1
21 R g b
0 a . —a
. S
=z
Exercice 4. Calculer et représenter dans le plan les puissances de i : 4, 2, i3, i*, et de facon

générale 1" pour n € N.
Remarque. Multiplier un nombre complexe par i revient dans le plan a opérer une rotation autour
de lorigine d’angle 7.
Démontrons-le. Soit z=a+1ib e C. On a :
iz =1i(a+ib) = —b+ia

—b o .
On remarque alors que le vecteur < a>’ cad le vecteur associé a 12 /-NF/Q

a o . .
b) associé a z, puisque leur produil “ b e 2

scalaire donne : R

1z, est orthogonal au vecteur (

(2) ()=

Les deur vecteurs représentant les complexes z el iz sont donc orthogonaux, ce qui se traduil

bien par un angle droit (cad de mesure g) entre les deuz segments (O, z| et [O,iz]. Le dessin nous

montre le sens de rotation.



4 Inverse d’un nombre complexe

Théoréme 4. )
Soit z € C* (c’est-a-dire z complexe non nul), alors il existe un unique complexe, noté —, tel que
z

1 1 .
z X — = 1. Le complexe — est appelé inverse de z.
z z

1 a—1ib
Si z = a+ib (ou au moins I'un des deux réels a et b est non nul), alors: — = ——.

z  a?+b?

Démonstration.
Soit z = a + b, non nul. On cherche un nombre complexe u = ¢ + id tel que zu = 1.
On forme le produit zu = (a + ib)(c + id) = (ac — bd) + i(ad + be).
Si le nombre complexe u vérifie bien zu = 1, alors on a, par identification des parties réelle et
imaginaire,

ac—bd=1 (1)
ad+bc=0 (2)

——5- De meéme, en faisant
a’+b

En faisant a(1) + b(2), on obtient c(b* + a?) = a donc ¢ =

a(2) — b(1), on obtient (a* 4 b*)d = —b donc d = _aQ;:—bz.

Remarque: On peut diviser par a? + b? qui est non nul car on a supposé a -+ ib non nul, donc au
moins un des deux réels a ou b est non nul, ce qui implique a? + * > 0.

R a —1b
A ce stade de la démonstration, on a démontré que si uz = 1, alors u = 2
a
Réciproquement, on vérifie que
, a—1b a+1i)(a—1b a® — (ib)?
(a+1ib) x :( I ): (ib) = 1.
a? + b? a’ + b2 a? + b?

Remarque. 0 n’a pas d’inverse, puisque pour tout z € C, 2 x 0 =0 (et donc par 1).

4 oy . 21 1
Définition 4 (Quotient). Pour tous z; € C et z9 € C*, on pose — := z; X —.
Z2 Z2
Proposition 5. Pour tous u,v € C et z1,20 € C*, on a :

U v uUv U n v Uz +v21 1 29

— X — = — — P —— _ = —

z
<1 <2 2122 <1 Z2 2122 j <1

Démonstration. Tout comme les identités remarquables, ces égalités sont vraies car la somme et
le produit dans C vérifient les mémes propriétés que dans R; les démonstrations dans C sont donc
rigoureusement identiques a celles dans R. O]



Remarque. Notons que (a + ib)(a — ib) = a® — (ib)* = a® — i?b* = a® + b°.

Cette astuce est a retenir, puisque fort utile pour passer des complexes aux réels ! Le complexe
a — 1b est appelé le conjugué du complexe a + ib, ou encore sa quantité conjuguée.

La notion de conjugaison sera vue dans une autre section de ce cours, mais a ce stade, elle
permet de faire des calculs pratiques d’inverses.

Ezemple : calcul de

i
On a, en multipliant au numérateur et au dénominateur par la quantité conjuguée et en

utilisant la remarque précédente :

a ’aide de la quantité conjuguée.

1 2—3% 2—-3 2 3

— — =1

2+3i (2+30)(2—3i) 22+32 13 13

Exercice 5. Soit t € R. Justifier que les complexes suivants sont définis et déterminer leur forme
algébrique :
1 1 1+ 5t
z Lo =
1+ ? ’

T TR, it—1

1
Exercice 6. Que vaut — 7
i

5 Module

Définition 5 (Module). Soit z € C, on appelle module de z la distance dans le plan entre z et
0. Cette distance est notée |z|.

Remarques.

1. Le module d’un nombre réel est égal @ sa valeur absolue. Le module est donc une extension
aux nombres complexes de la notion de valeur absolue sur les nombres réels.

2. Pour tout z € C, —z et z sont symétriques par rapport a l'origine, donc ils sont & la méme
distance de Uorigine, d’ou : | — z| = |z|.

3. 10| = 0 et 0 est le seul complexe dont le module vaut 0, puisque tous les autres complexes
sont a une distance strictement positive de ['origine.



Théoréme 6.
Si z = a + b avec a et b des réels, alors |z| = va? + b2, par le théoréme de Pythagore.

Démonstration. Le théoréme de Pythagore donne :

|2[* = laf* + [b]?

Or, |a]* = a* car |a| = +a, et de méme pour |b|%.
On a alors |z|? = @® + b*. Enfin, il s’agit d’une égalité entre nombres
positifs, donc on peut appliquer la racine carrée, ce qui donne :

2] = Va2 1 b

Ezemple: On a |3+ 2i| = v/3%2 422 = /13.

En général |z; + 20| # |21] + |22]-

Théoréme 7.
Pour tous 21, 2; € C, on a l'inégalité suivante, appelée inégalité triangulaire :

|21 + 22| < |21 + |22

Il s’agit d’'une traduction dans les complexes de l'inégalité triangulaire bien connue en
géométrie plane, qui stipule que dans un triangle ABC, la longueur d’un des cotés est toujours
inférieure a la somme des deux autres.

B

Théoréme 8.
Le module est une fonction multiplicative. Autrement dit, pour tous zq, 23 € C,

|2120] = |21] X |22,

Démonstration. On écrit z; = a1 + iby et zo = ay + iby, on a alors

2129 = (a1ag — biby) + i(arby + aghy),

donc




|Z122|2 = (a0 — 5152)2 + (a1by + a2bl)2

CL%CL% — 2(1,16L2b1b2 + b%b% + a%bg + 2&1&2611)2 + (I%b%
ala3 + bibs + albi + a3b?

(af +b7)(a3 + b3)

= ’Zl|2 |Z2|2

]

Proposition 9. Le module étant multiplicatif, il a de bonnes propriétés pour tout ce qui concerne
le produit : les puissances, 'tnverse, et le quotient.

o Pour tous z1,...,2, € C, |z120... 20| = |21 . . - |20l
e Pour tout z € C, pour tout n € N, |2"| = |z|".
1 1
o Pour tout z € C*, |z| #0 et |—| = —.
2| [l
e Pour tous z1, 29 € C tels que 2o # 0, Gl ‘Z—ll
Z9 ‘ZQl

Démonstration. Le premier point se démontre par récurrence en utilisant la propriété précédente.
Le deuxiéme point est un cas particulier de la premiére propriété.
Démontrons la troisiéme propriété. Soit donc z = a 4+ b € C*. On sait, par définition de

I'inverse, que z X — = 1. Par multiplicativité du module, on en déduit que
z

1
E

z

1
zx—‘:|1], donc:  |z] x —‘:1, done:
z z

Enfin, la quatriéme propriété se déduit de la proposition précédente et du troisiéme point
démontré ci-dessus :

21 I |21
—l=lnx—|=|n|x|— —
%) %) %) |22|
O]
—5(2—1
Ezemple : calcul du module de z = M
(4+ 30

Par produit et quotient,

—52—i)| _|=5l2—i] 5xv5 1
(4+30)2 |  [4+3 5 V6

Exercice 7. Soit x € R. Déterminer le module des complexes suivants.

2z =3+1 29 =1 — b z3 = (14+14)(2+ 39)
. . (i — 1) (1+ iz)iz
2 =iz(3 =) ® T T 2 7 Bilw+ )2 w7 -1



6 Exponentielle complexe

On note U 'ensemble des nombres complexes de module 1 :

U:={z € C tel que |z| =1}.

Il s’agit du cercle trigonométrique.

4

"\

—1

N
¥

Remarque fondamentale

dans Pautre, etc.).

Soit z € U. Alors il existe 6 € R tel que z = cos(#) + ¢sin(0).
N’importe quel angle orienté 6 allant de ’axe des abscisses au segment [0, z] convient comme
valeur de 6 pour avoir 1’égalité (positif, négatif, déphasé d’un multiple de 27 dans un sens ou

U

Il s’agit 1a d’'un théoréme de trigonométrie vu en classe de premiére, mais qui peut étre
aisément retrouvé a l'aide de géométrie du collége dans les triangles rectangles.

0
Définition 6 (Exponentielle complexe). Pour tout 8 € R, on sin @ 56
note .
e .= cos(6) + isin(h). 0
cos 6
Remarques.

1. Rien a voir avec ’exponentielle réelle !

2. Pour tout 0 € R,

3. U={e"’ oudecR}={e? oudclo2n[}

ei9| = 1, puisque par définition, e € U (c’est un point du cercle).
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Proposition 10. Par sa définition et son interprétation comme un point du cercle trigonométrique,
Pexponentielle complexe vérifie les propriétés suivantes :

o Pour tout k € Z, e**™ = 1.

R — U

0 sy it est 2m-périodique.

e La fonction : {

o Pour tous 0, p € R,
e? =% «— "0 et ¢ sont égauzr modulo 21"
< il existe k € Z tel que 0 = p + 2km

Théoréme 11.

L’exponentielle complexe “transforme les produits en somme”.
Autrement dit, pour tous ¢, € R, on a :

626 % e — ez(G—H,o)

Démonstration. Soit 0, € R. On écrit :

e x € = (cos(f) +isin(f)) (cos(p) + isin(y))
= cos(0) cos(p) — sin(#) sin(p) +i (cos(6) sin(p) + sin(f) cos(p))
=00;(§+¢) :Sir?(g+so)
= cos(0 + ¢) + isin(f + )
1(0+p)

=€

Remarques.
1. Comme pour l'exponentielle réelle !

2. U est stable par produit, c’est-a-dire que le produit de deuzr éléments de U reste dans U :
e x e = 0t € U. De plus, cette formule nous dit comment construire géométriquement
ce produit : en additionnant les angles.

etf U

) . B 1P
s et90+% e

3. La multiplication dans U fait "tourner” les points : multiplier par € revient & opérer une
rotation d’angle 0.



Proposition 12.
1. Pour tous 01,05, ...,0, € R, efeif2  ¢ifn — oilOritbatt0n)  (simple récurrence
) ) ) J p

2. Pour tout € R, n € N, (e?)" =™ (cas particulier de la situation précédente).
3. Pour tout 0 € R, — = e~ (car e x 70 = 10 = 1).
el

0
61 - i0 . 1 . . .
4. Pour tous 0, € R, = =) (car = e x = e x e = 0=%) ),
e e

& L’ensemble U n’est pas stable par addition.

U7

7 Forme trigonométrique (définition)

Théoréme 13.

1. Tout z € C admet une forme trigonométrique, ¢’est-a-dire une forme du type
z=re ot r=|zleR, et OER.

On dit que 6 est un argument de z.

2. Pour tous les complexes non nuls, cette forme peut étre qualifiée d’'unique au sens ou
pour tous 71,72 € R, 01,0, € R,

re=rs (identification des modules)

re?t =rpe’® = § _—
il existe k € Z tel que 0; = 0y + 2k (“identif. des arguments”)




Démonstration. Pour I'existence : il suffit de remarquer que u = — est de module 1. En effet,

2]
2l K
2] =] e
(on a bien ||z|| = 1 car |z| est un nombre réel positif).

D’aprés la section précédente, on sait qu’il existe un réel 6 tel que u = €. On a donc — = €%,
’ ||
z
En posant r = |z|, on obtient z = ret.
.., . ; -0/
Pour 'unicité : si re? = e alors |re |7'e'”|, et donc |r||e 7’| |e
Comme tout nombre complexe de la forme e? est de module 1, et que r et r’ sont deux réels
positifs, 'égalité donne r = r’.

w’ = |y it z’é)‘ — w".

En simplifiant par 7 (qui est non nul) dans I'égalité re?® = /¢’ on obtient 1'égalité e = ¢
qui implique I’égalité des angles, & un multiple de 27 prés.
Réciproquement, si 7 = 1’ et § = ¢ + 2k, on a, bien sir, re? = r'e'?’. O

Exemple : forme trigonométrique de 27 :

. 0+ 1. <7T> Lisi <7T> i
i = 4 =cos (= isin(—)=e
2 2
Cela peut en réalité se voir en placant 2¢ dans le plan complexe et en lisant directement sur le

dessin son module et un argument convenable.

Exercice 8. Uniquement par lecture sur un dessin, donner la forme trigonométrique de —3i, —5,
144, 1—1.

Ezemples : formes trigonométriques de v/3 + i et de 1 4 2i en factorisant par le module.

On commence par forcer la factorisation par le module. On sait alors que dans la partie entre
parenthése, on obtient un complexe de module 1, donc un complexe de type €. La question est
alors de pouvoir reconnaitre, ou pas, le cosinus et le sinus d’un angle connu.

e Le module de v/3 + 7 est : \/\/§2+12 = 2. On a alors :

V34i=2 (? —I—%z) —9 (cos (%) +isin (%)) — 2¢i%

Ainsi, la forme trigonométrique de /3 + i est 2¢'6.

e De méme, le module de 1 + 27 est v/12 + 22 = /5. On a alors :

1+2¢:\/3(%H%) SR

2 A
. cos() =
otl f est LE réel de [O; —] tel que : g
2 sin(d) = :

Sl -

1 /'\/5 /

La valeur exacte de ce 6 n’est pas particuliérement connue. Pour information, elle vaut
approximativement 1,107 radians.



Exercice 9. Déterminer la forme trigonométrique la plus explicite possible de :

—1
21252'—— 22:3—2i Z3:——i.

2 73

8 Forme trigonométrique (opérations)

Soit z = re?, z; = 1€ et 2y = 19€"% trois nombres complexes écrits sous forme trigonométrique.
En utilisant les propriétés déja connues de ’exponentielle complexe, on a (quasiment) immédi-
)

atement les propriétés suivantes :

Proposition 14.

1. Produit. z 2z = (r1€")(rye®) = rrget01102)

On comprend alors que multiplier dans C par un complexe z s’interpéte tres bien si z est
sous la forme re®® comme Uapplication de deux transformations géométriques (peu importe
Pordre dans lequel on les applique) :

e une rotation d’angle 0 (traduisant xe® dans la formule)

e une homothétie de rapport r (traduisant xr dans la formule), qui opére une contraction
de lespace st r < 1 et une dilatation de 'espace sir > 1.

2. Puissances. Pour toutn € N : 2" = r"ei?,

, L i
3. Inverse. Si 2z #0, — = —e .

z T
. . z 1 0, —
4. Quotient. Si z5 # 0, o Cleiti=)
<2 T2
. .. 4 . _ 1 ki
5. Puissances négatives. Si z # 0, soit k € N*. 27 .= — =T kemikd,
z

Démonstration.

1. Tl s’agit de la simple commutativité du produit dans C et de la propriété de I'exponentielle
complexe démontrée précédemment:

2179 = 1101 79e"? = prge1 e = ppyel01762)

2. Il s’agit de la propriété précédente, appliquée par récurrence au méme nombre complexe z.

3. Soit z := re?, 2 # 0. On a, par une propriété de Iexponentielle complexe démontrée
précédemment,
1 1 1 1 1 .
—=—=-X—=-¢
2 re?® e oy

4. Idem que précédemment : les propriétés utilisées sur ’exponentielle ont été démontrées. Soit
21 =118 et 2y == 19e. On a :

21

i
ne 7"_161'01 % L _ 7"_161'916—1'92 _ ﬂei(Ql—Gg)

29 Toe2 g ez Ty



5. Soit z :=re?, et soit k € N*. On a :

1 1 1 1 .
—k . Sk ike

]

Remarque. On remarque que, dans le cas ot z est non nul, la relation 2™ = r"e™ est valable
pour n € Z. Le cas particulier ot r =1 donne :

pour tout n € Z, pour toutd € R: (e?)" = ¢’

Cette formule est célebre, et s’appelle la formule de Moivre.

Une écriture du type z>27, avec un exposant non entier, n’a pas de sens en général dans
? ?

les complexes. Dans un autre chapitre, on verra que I'on peut donner du sens a de telles
/L A \ écritures uniquement dans le cas particulier ot z est un réel strictement positif, et que tout
cela n’a rien a voir avec les complexes.

Remarque. La forme trigonométrique est inadaptée pour faire des sommes. Il n’existe pas de
facon simple de réaliser Uopération : rie' + rye®2. En pratique, on revient souvent & la forme
algébrique.

Exercice 10. Déterminer la forme algébrique de ﬁ
—1

9 Equations dans C

Les équations d’inconnue z complexe peuvent étre traitées en cherchant z:
e sous forme algébrique : z = a + ib, et les inconnues deviennent a,b € R;
e sous forme trigonométrique : z = re, et les inconnues deviennent r € R, et 6 € R;
e ni 'un ni 'autre : en gardant z comme inconnue.
Ces trois méthodes ne sont pas les seules, mais elles sont trés classiques.
Exercice 11. Résoudre I'équation z + 7 =1 — 3iz.
Exercice 12. Déterminer les z € C tels que 2z + [2]? = 1 + 2i.

Exercice 13. Déterminer les z € C tels que 2° = 8i.



10 Conjugaison

Définition 7 (Conjugué). Soit z € C.
Siz=a+1b (ot a,b € R), alors le conjugué de z est le complexe noté zZ qui vaut

Z:=a —1b.
Si 2 est écrit sous forme trigonométrique z = re” (our € Ry et § € R), alors
—if

zZ=re

Dans le plan complexe, z et Z sont symétriques ['un de ['autre par rapport a l'axe des abscisses.

Démonstration. Démontrons la seconde formule. Soit z = re®. On a alors, en utilisant la partité
de cosinus et I'imparité de sinus :

Z =1 (cos(f) +isin(f)) = r (cos(h) — isin(h)) = r (cos(—0) + isin(—0)) = re=*

Proposition 15. Si 2,2, € C :

1. 21+ 29 =721+ 29

2. 21—22:_1—2_2

3. 21 X 29 =% X 29
) z z1
4o Siz #0, (—1> ==
22 <2
5. Pour tous z € C et n € N, 2" = Z" et cela reste vrai pour n € Z si z est non nul.

Démonstration. Démonstration du 1 : mieux vaut utiliser les formes algébriques z; = a; + by et
29 = g + iby pour les sommes/différences :

z1+ 20 = ay +iby + as +iby

= (a1 +az) +i(by + by)
(a1 + ag) —i(by + bs)
(a1 —ib1) + (a2 — iby)

= 21+ 2




La démonstration du 2 est similaire & ce qui précéde.
Démonstration du 3: on utilise ici les formes trigonométriques z; = r1e”t et z = rqe
produits/quotients :

2 pour les

Z1 - 23 = riefiryeif2
= rroei(f1+62)
— 7”17"26_i(91+02)
= rie pye=it

Démontrons enfin le 4. Supposons donc z, # 0. On écrit également z; = 7€' et 2y = rye'®,
avec ry # 0 puisque zo # 0. On a alors, en utilisant les propriéés de ’exponentielle complexe :

i 7 T —
2\ _ (e (i) ) = ML mi(0—02) _ T =iy igy _ T1E _a
29 roeif2 T T To roe~2  Zg

Remarque. Pour tout ce qui concerne les opérations algébriques, prendre le conjugué consiste en
pratique a remplacer v par —i dans toute l’expression.
2+ 44)3 2 — 44)3

. AT —iT 1 *

es —1 —e75

N

]

Ezemple : le conjugué de

Proposition 16. Pour tout z € C,

o 2] = |2]

_ 9 . . . , 1 z a — b
e 2Z = |z|?, ce qui dans le cas ot z # 0, nous fait retrouver le fait que — = — = ——

z |z a®?+b?
e 2cR «— zZ=12 e 2ciR «<— zZ=—2
Z24+Z z—Z
e Re(z) = o ITm(z) =
()= ()=
Démonstration.

e Soit z:=7re € C. On a :

o Soit z:=a+ibeC. Ona:
Z|* = |a —ib]* = a® + (—=b)* = a* + b* = |2

Les deux quantités étant positives, on en déduit [Z| = |z|.

e Soit z:=a+ibec C. On a:
2Z = (a+ib)(a —ib) = a® + b* = |z|?
On en déduit, si z # 0: B
Z

R

N | =
IR



Soit z :=a +ib € C. On a les équivalences :

2ER <—= b=0 <= z=a=7%
e De méme pour z € iR.

Soit z:=a+tbeC. Ona:

z2+Z=a+ib+a—1ib=2a
Dot la formule Re(z) = a = Z;Z.

z2—Z
21

e De méme pour Zm(z) =
[

Cas particulier des derniers points : si z = ¢ = cos(f) + isin(f) pour un 6 € R, on obtient ce
que l'on appelle les formules d’Euler :

e — e
21

¢t 4 it
2

Ces formules permettent d’exprimer un cos ou un sin a 'aide d’exponentielles complexes et
sont donc tres utiles pour de nombreux calculs en trigonométrie.

cos(0) = sin(f) =

Exercice 14. La symétrie par rapport a 'axe des abscisses est donnée par z — Z. Comment
décrire avec une telle fonction la symétrie par rapport a ’axe des ordonnées 7 et la symétrie par
rapport a la droite d’équation y =z ?

11 Equation du second degré (coefficients réels)

Le but de cette partie est de résoudre I'équation az2+bz+c = 0, d’inconnue z € C. Les coefficients
a,b et ¢ sont toujours supposés réels.

Théoréme 17.
Soient a,b,c € R avec a # 0.
Pour tout z € C, on pose P(z) = az? + bz + ¢. On note A := b* — 4ac € R.

» Si A >0, alors P admet une forme factorisée :

—b+ VA
a = ——— €

P(z) =a(z —a)(z — f) ou : 2a :
B = %Z eR

Les réels a et 3 sont les racines de P, cad les solutions de P(z) = 0.

R

Cas particulier: si A =0, alors a = et P(2) = a(z — a)*

» Si A <0, alors P admet aussi une forme factorisée :
—b+iy/|A
P(z)=a(z — a)(z —@) on «:= “biviAl e C\R.

Le polynome P a alors deux racines complexes (non réelles) conjuguées « et @.




Démonstration. On cherche & transformer 'expression az? + bz + ¢ en faisant apparaitre z dans un
unique carré pour se ramener au cas de la recherche d’une racine carrée. On peut procéder ainsi
en «forcanty 'utilisation d’une identité remarquable :

b c
az2+bz+c:a(22+—z+—)
a a

b b2 ¢ " : n
=a z+ — — — +- forme canonique
2a 4a? a
~— ~—~
pour le double produit pour compenser

:a<(z+%>2‘ <2§>2>

Supposons que A puisse étre écrit comme un carré, cad qu’il existe § € C tel que 6> = A. On

verra en fin de démonstration pourquoi cette forme est toujours posssible. En utilisant 'identité
remarquable X? — Y2 = (X —Y)(X +Y), on obtient la forme factorisée du trinome :

a2 +bz+c=a z+£ 2— i 2 =a z+£—i z+£+i
B 2a 2a B 2 2a 2a  2a

Cette forme factorisée livre alors la solution, car on a les équivalences suivantes :

b ) b )
2 _ 2 Y _ 4=
az"+bz+c=0 <= Z+2a % 0 ou Z+2a+2a 0
—b+9 —b—9
= z= ou 2=
2a 2a

Reste & trouver comment écrire A comme un carré. On peut déja remarquer que A est un réel,
car a, b et c sont des réels par hypothése.

e Si A >0: alors § := VA convient pour vérifier 52 = A.
On remarque que dans le cas particulier on A = 0, ¢ vaut lui-méme 0, et dans ce cas, les

. , b
deux racines sont égales et valent ~og"
a

e Si A < 0: on remarque que le nombre complexe § := i+/|A| vérifie bien 6> = A car :
2
5% = (MA;) —2\/JA] = —|A] = — (—A) = A

Dans tous les cas, les valeurs de ¢ donnent exactement les valeurs de « et 5 données dans le
théoréme.

]

Exercice 15. Déterminer les z € C tels que 22 — 62 + 10 = 0.

12 Utilité des complexes (voir vidéo)



