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Fiche de calcul n°1

Calcul matriciel

Prérequis
Calculs algébriques (sommes), coefficients binomiaux.

Calcul matriciel

Calcul 1.1 — Calculs de produits matriciels.

Dans cet exercice, on note A, B, C, D, E les cinq matrices suivantes :

1 -1 0
A=[o 2 1), B=(1 7 -2),
3 -1 2

Calculer les produits matriciels suivants.

a) A% ... d) ExB g) D? ...
b) A% ... e) AxE h) DxC
¢) BxE f) BxA i) B"xB

025A
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— Calcul de puissances. 00

On note
a=(3 ) 5= G ) o= (ol ) o=(sw i

la matrice D étant de taille n x n (ot n € N*), et ot € R.

Calculer le carré, le cube de chacune de ces matrices et utiliser ces calculs pour conjecturer leur puissance
k-iéme, pour k € N.

a) A2 e) B® iy C*
b) A® f) B* j) D?
¢) Ak Q) C? k) D?
d) B? h) C* ) DF
— Calculs avec des sommes. 000

Soit n € N*. On note A = (aij)1<i,j<ns B = (bij)i<ij<n €6 C = (¢ij)1<i,j<n les matrices de termes généraux
suivants :
_ (i1 _ oigj—i —
ag = (G_1), by =287 ey = 0igga 0o
Donner le coeflicient d’indice (i,5) des matrices suivantes. On simplifiera au maximum le résultat obtenu et,
notamment, on trouvera une expression sans le symbole ).

On rappelle que (;) =0 quand j > q.
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— Deux calculs plus difficiles. 0000
Soient n € N* et (i,5) € [1,n]*
En utilisant les matrices de I’exercice précédent, calculer les termes généraux suivants.

Inversion de matrices

Calcul 1.5| — Détermination d’inversibilité, calcul d’inverses. 00

Dans cet exercice, on note les matrices suivantes :

. . 1 -1 0
A<7T e), B(l.+1 2_.1>, c=[o0 2 ,
2 2 i —i

1
3 -1 2
™ ™ 2 1 0 2 0 2 1
D=1« 0 o, E=12 1 3|, F=12 0 1],
—m =27 0 4 2 2 1 2 0
1 01 -1 1 0 2 3 1 1 -1 -1
2 1 3 -1 2 2 1 4 -1 1 1 1
G= 1 11 119 H= 7T 2 2 9 |’ J = -1 -1 -1 1
0 2 3 -1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1

Déterminer, si elle existe, l'inverse de chacune des matrices. Si elle n’est pas inversible, indiquer dans la case
« non inversible » .

b) B e) E .. h) H
¢) C ) F )

Fiche n° 1. Calcul matriciel 5



— Matrices dépendant d’un paramétre. 000

Soit A un parametre réel. On note A et B les deux matrices suivantes :

A1 1 11 1
A=[-1 -1 2|, B=[Ax 1 x-1
A1 2 1 A 1

Pour chaque matrice, donner une condition nécessaire et suffisante (abrégée ci-dessous en CNS) sur A pour que

la matrice soit inversible et en donner, dans ce cas, I'inverse.

CNS pour A CNS pour B
inversible o inversible

d) Inverse de B ...

b) Inverse de A ...
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Réponses mélangées

-1
1 2 —e 8 19 ok 3k ok 5 3 -1 1
3
2r=el\ . 0 27 0 3k 43 1 2
~1
17 =2
1 3 cos(kf) —sin(k0)
n*~'D (—5 15 3) 749 14
0 1 sin(kf)  cos(k6)
—2 —14 4

1 2 | cos(26) —sin(20) 1]1 1 0 0
Non i ible! A
on inversible <j B 1)

sin(20)  cos(26) -1 0 -1 0

“1=A+X 1-X 2—-2)

1 4 5
A£1 1 0 1 17 (matrice 1 x 1)
1—A
0 9
1— )2 A—=1 X—1
4 -1 3 1 7 -2
) (1 —=643,1)(0i—1,541 + di5)
T2z A 2 14 —4
(L= 6in) (655 + Bivr,5-1)
A—1 0 1-A -1 -7 2
n2 . w2 0 4 0
o i—1 i—1 1
2 j—1 i—1 v . 2 : —_ — —
x 37" %D (j )+<j—2> o (n%) m |0 —2 -2
n2 n2 2 —1 1
o cos(30) —sin(30) 5 4 o 2\"
9itlgi=i(gn _ 1) £ 1 2 x 3¢t (1— (g) )
sin(30)  cos(30) 4 5
4 -2 2 0
1 -3 -1 n n -2 2 2
1 1 8 -6 4 2
3 3 4 (n) 6| 1 -1 2 2
-7 5 =3 -1
9 —7 3 n n 4 2 A
-5 3 -1 -1
5 2 -1 8 4 -2 -2 -6 -5
11 —1-2 1k |
5 53 2 ~[-16 -6 7 15 -1 11
I —1+i 0 1
-6 -2 2 0 -2 1 18 —-26 -1

» [Réponses et corrigés page [15|
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Fiche de calcul n°2 0026A

Algebre linéaire

Prérequis
Coordonnées. Applications linéaires. Matrices. Rang.

Vecteurs

LY

Pour chacun des calculs suivants, déterminer les coordonnées du vecteur u dans la base B.

a) u=(1,1), B=((0,1),(=1,2)). «eeriiiii

b) uw=(1,1), B=((—=1,2),(0,1)). ..coiiiiii

¢) u=(3,4), B=((1,2),(12,13)). ..o

d) u=(1,2,1), B=((0,1,3),(4,5,6),(=1,0,1)). ..o,

e) u=(-1,0,1), B=((1,0,1),(1,1,1),(=1,=1,3)). «eoiieriiiiiii .,

f) u=X>+X?B=(1,X,X(X-1),X(X-1)(X—=2) ...,

g) u:x— cos(x + %), B=(xwcos(z),z—sin(z)) ..o,

Calculs de rangs

— Sans calcul. (]
Déterminer le rang des matrices suivantes :
1 4 1 2 3
a) <3 1) ................................. d) 4 5 O |
6 7 13
1 4 1 4
2 8 2 8 12
b) 9 8 9 8| e e) 3 4.
5 20 5 20 46
1 2 3 4 1 1
c) 2 4 6 8| i f) : eM,R) ...
3 6 9 12 1 1
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Calcul 2.3

Déterminer le rang des matrices suivantes :

3 2 1 1 2 1
a) (-4 3 1| o o 2 a)
-4 -2 =2 1 1 2
b) <cos€ —sin9> 1 -1 2 3
sin @ cosf) | T d) ) 1 -1 2
4 2 1 -1
1 4 2 1

Matrices et applications linéaires

Calcul 2.4 — Matrices d’endomorphismes.

Pour les applications linéaires f et les bases B suivantes, déterminer la matrice de f dans la base B.

a) f:(z,y)— (@+y,3z—5y), B=((1,0),(0,1)). ..o

b) f:(zy)— (@+y,3z—5y), B=((0,1),(1,0)). «ccoveriiiiiiii

o) fi(zmy) = Rret+y,z—y), B=((1,2),(3,4) «oooeiiiiii

d) f:(z,y,2)— (x+y,3z—2y), B=((1,0,0),(0,1,0),(1,1,1)) ...occoeeen....

e) fiP= P(X+2),B=(1,X,X2)
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Jalcul 2.5 — Matrices d’applications linéaires.

Pour les applications linéaires f et les bases B, B’ suivantes, déterminer la matrice de f de la base B dans la

base B'.

a) fi(z,y,2)— (+y+z0—y), B=((0,1,3),(4,5,6),(-1,0,1)), B = ((0,1),(1,0)).

Réponses mélangées

1
1 0
3 -1
0 1

(—2,4/5,11/5)

(-1,1/2,1/2) 2
(-1,3) (3,-1)
-5 3
1
11
(1/2,-V3/2)

(9/11,2/11)

2

N | =

(0,2,4,1) 2

» [Réponses et corrigés page |20|
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Fiche de calcul n°3

Déterminants

Prérequis
Nombres complexes.

Calculs en dimension deux

Calcul 3.1
Soit @ un nombre réel.

Calculer le déterminant de chacune des matrices suivantes.

............................. c)

............................. d)

Calcul 3.2

Calculer le déterminant de chacune des matrices suivantes.

3/2 7/2
5/2 9/2
In(2) In(8)
-2 In(e?)
12 —3/7
) s 78

Calculs en dimension trois

.......................... d)

....................... e)

Calcul 3.3

Calculer le déterminant de chacune des matrices suivantes.

On rappelle que le nombre complexe j vérifie j* = 1.

12 3
a) [4 5 6
78 9

(
(

85 T2
53 91

V241 1-v32

2+8

)

031A
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L

Calculer le déterminant de chacune des matrices suivantes.

o]
) | o T T e
AR B
1 241 -2+i
b) =1 20 =1 L = 0 |
-1 i 2
1z 1
5 15 3
1 1
c) e 0 TR
2 11
5 3 15
00

Soit x, y et z des nombres réels et a un nombre réel strictement positif.

Calculer le déterminant de chacune des matrices d’ordre trois suivantes.

Ty z
A) | 2 Y |
y z
In(a) In(a®) —2In(a)
b) In(va) —2In(a) (@) | oo
—In(a?) In(a) 2In(va)
1 1 1
c) T Y Z |
2 2 2
T r+1 x+2
d) [Z4+1 42 T3

r+2 z+3 z+4

Réponses mélangées

91n(2) —6In*@) 3919 0 0  TV24+13  —24°

23+ yP 4 23— 3ayz 227/336 —5+6i —4 6 6i — 12

-2 4/375 —40 (y—z)(z—9y)(z —x) 0 20

» [Réponses et corrigés page |23|
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Réponses et corrigés
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Réponses

-1
............................ 3 3 4
9 -7 3

-2
15
18

—6
-1
—26

-5
11
-1

’ 17 (matrice 1 x 1)‘

1
2
-1

7T =2
14 -4
-7 2

(St

(el

. cos(kf) —sin(k0)
1.20) oo (sin(k@) cos(k0)
n .. n
1.2 ) e C (n)
n DRI ’r}
n2 DY n2
1.2 k) .......................... (TLQ)
"’L2 DR n2
1.2 1) nk~1D
LB a) i [2x 3771 x 51|
1.3 D) e 2rt1gi-i(an — 1)
1.3C) e 2 x 311 (1 - (g)

(1- 4

1
n

+(1 = 6i,n) (05,5 + Git1,5-1)

)(0i—1,j41 + 95 5)

a2 )

1/1
3\1

—1-2i
—1+i

5 2
1

53 2
-6 -2 2

-1
-1

1 0 4 0
— 10 -2 -2
47

2 -1 1

8 4
é -16 -6 7
0o -2 1

-2

Réponses et corrigés
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4 -2 2 0 1.6A) o i A#£1
118 -6 4 2
158) i, 37 5 3 1 ) 4 1 3
_5 3 _1 _1 1-6 b) ............ ﬁ 2)?\ +12 g\ _f)\ —>\1
1.5h) oo Non inversible!
1.6€) oo
0o -1 0 -1
1Il1 1 0 0 “1=A+A2 1-X 2-)
. 1 1
1.51) i, 10 -1 0 1.6d)....... — 1 0 1
0 0 1 -1 1— )2 A—1 A—1
Corrigés

. 2 (1 1 1 1\ _ (1 2
1.2 a) Un calcul direct donne A —<0 1)><<0 1)_<0 1),

: s oo . (12 11\ _ (1 3
1.2 b) Un calcul direct donne A” = A XA(O 1))<<0 1)<0 1),

L (21 2 1\ _ (4 5
1.2 d) On calcule : B _(0 3)><(0 3)_<0 9).

1.2 f) On remarque que les termes diagonaux valent 28 ot 3F respectivement, et que, pour A%, 445 =9, pour A®,

ko ok k
8 4+ 19 = 27, donc on peut conjecturer que AF = (20 3 3}2 )

sin(d)  cos(h) sin(0)  cos(6) 2sin(6) cos(6) —sin(#)® + cos(h)? sin(20)  cos(20)

c?— (COS(G) sin(@)) o <cos(9) sin(@)) _ (cos(@)2 — sin(0)? —2cos(0) sin () > _ <COS(29) sin(29)>

1.2 j) Deux possibilités de faire le calcul : « a la main », ou bien avec la formule théorique du produit.

A la main, on remarque que lorsque 'on effectue le produit D x D, chaque coefficient résultera du produit d’une ligne
n . .. n

de 1 par une colonne de 1, donc sera égalan : D x D = | . (n) .| =nD.

En utilisant les coefficients, on peut écrire que
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1.3 a) On calcule :

Bl = Yoty =3 (17 )2t
k=1 k=1

L o fi—=1Y
Mais si k > 1, (kl) =0, donc

R Sl (R E

k=1

£=0

— [i—1\/2\*
_ j—1 - “
=2x3 ZZ;(z)(:s)

X 2 i—1
=2x371x (§+1)

= (Z ; 1) 2071377471 ¢n faisant le changement d’indice { =k — 1

1 5! j 1
— J _ J—1 71—
=2x3 ><3i1—2><3 )
1.3 b) On calcule
[Blis = ) birbr; = 22 gkmighyi—h — 9igi- 122 = 2ty (n 1),
k=1
1.3 ¢) On calcule
BT B_HBTb nbb 23zk23Jk 3i+jn 22k_3i+jn 4]C
[ X ]1] - [ ]zk ki — Z kiOkj; — Z Z(g) = Z<§>
k=1 k=1 k=1 k=1
4\n i+J n
7%3#31 (5) 4 x 3" (1_<é) )
9 1-3 5 9
1.3 d) On calcule
- ~(i-1 i—1 i—1
[AXx Cliy = Zaikckj = (k _ 1)(5k,]+1 + 0k,j-1) = ( . ) + ( Ly
k=1 k=1 J J
1.4 a) Déja, la matrice A% est triangulaire inférieure (produit de deux matrices triangulaires inférieures). Soit j < ¢
Alors

4% = S ALl Al = S (,iill) (f: i)

i1\ (k-1
()6
< (i —1)! (k — 1)!
=2 G- DI - RIG - Dk =)

k=j

(i —4)!
=) —5—(k=j)!

=(§ii)§(2ié)=(§ii)§(7)

(en posant £ =k — j)
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1.4 b)

On calcule :

n

O = O
—= o N O
oON O =
— o R O

Pour vérifier ses calculs, il est conseillé de regarder des exemples!

SO = O
O = O N O
= o N O =
oON O = O
— o = OO

[CQ]ij = Zcikck]’ = Z((Si,lﬁ-l + 0s,5-1)(0k,j+1 + Ok,j—-1)
k=1

k=1

n n n n
= E Oi k10K, 541 + E Oik+10k,5—1 + E 0ik—10k,j4+1 + E Oik—10k,j—1-
k=1 =1 k=1 =1

Si (4,4) ¢ {1,n}”. Donc

[CQL']' = 8i—1,j4+1 + 2055 + Oit1,5j—1.

Ceci est confirmé par la structure « tridiagonale espacée » .
Sinon, pour (%, j) quelconque dans ﬂl,n]]Q, on trouve

[Clij = (1—

0i,1)(6s—1,541 + 0a5) + (1 —

car d1,k+1 = 0 = 0, k—1 pour tout k entre 1 et n.

0in)(0i5 + dig1,5-1),

1 -1 0[1 0 1 -1 01 0 0
0 2 1[0 1 — {0 2 110 1 0
3 -1 2/0 0 0 2 2[-3 0 1/Ls« Ly—3L,
1 -1 0|1 0 0
— (0 1 1/200 1/2 0Ly« Ly/2
0 2 2[(-3 0 1
1 0 1/2|1 1/2 O\ Ly + L1 + L»
— {0 1 17200 1/2 0
0 0 1|-3 —1 1)Ls+« Ls—2L,
1 0 0[5/2 1 —1/2\ Ly« L1 —1/2L3
— {0 1 0[3/2 1 —1/2|Ly« Ly—1/2Ls
00 1/-3 -1 1

5 2

-1
Donc B est inversible d’inverse 1 3 2 -1
2\6 —2 2

) Il ne faut pas avoir peur du 7 et écrire que C' = 7r< 1

1

-1

1 2

-2 0

0 O) . On calcule alors (par pivot de Gauss) que

1 1 2 1 0 4 0 1 0 4 0
1 0 0] est inversible d’inverse 1 0 —2 =2, donc C est inversible d’inverse . 0 -2 =2
-1 -2 0 2 -1 1 T™\2 -1 1
1.5 h) On remarque que Ls = L1 + 2Ly + 2L4.
18 Réponses et corrigés



1.6 a) Effectuons un pivot de Gauss :

A 1 1
-1 -1 2
A 1 2

-1 -1 2
— [ 0 1-X 142X
0 1—-X 242X

0 1 0
1 AN O0|La+ Lo+ AL
0 A 1 L3(—L3—|—)\L1

Si A =1, alors la matrice n’est pas inversible. Sinon,

<_1 12 q0 1 0) <_1 0 3/(1—=XN)[1/(1=X) 1/(1—2) O)LleLl—kli)\Lg
0 1-x 1421 A 0)—(0 1-x 1420 1 A0
0 1-X 2+2x0 A 1 0o 0 1 -1 Y A
10 0[4/(1=N) 1/(1—X) —3/(1-2X) LleLl—&Lg
—><0 1—X 0 2)A+2 A _2>‘_1>L2eL2(1+2)\)L3
o o0 1] -1 0 1

@A +2)/1=X) AMA-N (=22 1/ =) | L2 ——La

10 0 —4/(1—))  —1/0-2X) 3/(1— ) Ly« —Ia
—><0 10 )
0 1 -1 0 1 =2

o

—4 -1 3
1
Dans ce cas, I'inverse de la matrice est Y <2A +2 A =2X- 1)

Réponses et corrigés
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IFiche n° 2. Algebre linéaire

Réponses
208) (3,-1) 2.2d) 2.4
2.1 b) .................. (_1,3) 2.2 e) ........................
26) i
B O/1,2/10) 2.38). i 244d).......
2Ld). 24515 | a8 by i
21 e) """""" (_1’1/271/2) 2.3 C) ........................ 2.4 e) ......
2.1 f). . (0,2,4,1) 2.3d) i
208) (1/2,V3/2)|  248). (; _15) 258).......
2.28). —
2.2b) 2.4b).... (_1 1)
2.2C). i 25b).......

Abl2p =3 [A+12p =3
A+ 13y =4 g =-2

a9+ 131(12,13).

Ainsi, u =

dp—v =1 A+bdp =2 A+bdp =2
A+ 5u =2 c4p—v =1 & -v+4p =1
3AA+6pu+v =1 -u+v =-5 —5u =—4

SHES

Ad+p—v =-1 Ad+pu—v =-1
w—v =0 & pu—v =0
A+ pu+3v =1 dv =2

oo oo
oo o
(==l i)
;/
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2.1 f) Notons u = A+ puX + vX(X — 1)+ X (X — 1)(X —2).
En évaluant en 0, A = 0.

En évaluant en 1, p = 2.

En évaluant en 2, 2 + 2v = 8 + 4 = 12 soit v = 4.

En identifiant les coefficients de X* dans chacun des membres, 1 = §.
Finalement, u = 2X + 4X(X — 1) + X(X — 1)(X — 2).

2.1 g) En utilisant les formules d’addition, u(z) = %cos(m) — — sin(z)

2 2 a ) ...... Les COlonnes d e l a matnce ne son t pas COh nealres .............................................................................
2 2 b ) ...... TOUteS les . hgnes Sont prop ortlon nenes a la premlere qm est . non n uue ...................................................
2 2 C) ...... TOUtes les . hgnes Sont prop Ortlon nenes a la premlere qu 1 est . non n uue ...................................................
224)  Les dows premiers vecteurs colonnes sont non colinéaiees, le troisiéme cst In somme des dew premicrs.
2 2 e) ...... Leb deux Vecteu rs COlonneS . ne Sont . pas COI mealr es ............................................................................
2 2 f ) ....... TOUteS leSCOlonneS Sont egales a la p remlere qu lest non nuue .............................................................

3 2 1
2.3 a) En effectuant les opérations élémentaires Lo < L2 + L1 et Ls < Ls + 2L1, on obtient <1 -1 O) .

3 2 1
En effectuant 'opération élémentaire L3 <— L3 + 2L2, on obtient (—1 -1 0) .
0 0 0

Ainsi, Rg(A) = 2.
. o . (D" 0
2.3 b) Si sinf = 0, i.e. il existe n € Z tel que § = n, alors la matrice est égale a 0 (—1)" et elle est de

rang 2.

sinf cos 9) qui est de

Sinon, on effectue 'opération élémentaire L; < sin(f)L; — cos(f) L2 pour obtenir la matrice (

rang 2 car sin(f) # 0.

1 2 1
2.3 ¢) En effectuant 'opération élémentaire L3 < Ls — L1, on obtient <0 2 4) .

1 2 1
En effectuant 'opération élémentaire L3 < 2L3 + L2, on obtient (0 2 4) .
0 0 6

Ainsi, le rang de la matrice vaut 3.
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2.3 d) En effectuant les opérations élémentaires Lo < Lo — 2L, L3 < Ls — 4L et Ly < L4 — L1, on obtient

1 -1 2 3
0 3 -5 —4
0 6 -7 -—13
0 5 0 —2
1 2 -1 3
y e 1s . . 0 -5 3 —4
En effectuant 'opération élémentaire Cs <+ Cs, on obtient 0 -7 6 -13
0 O 5 -2
1 2 -1 3
e s . . 0 -5 3 —4
En effectuant 'opération élémentaire L3 <— 5L3 — 7L2, on obtient 0 0 9 _37

0 O 5 =2
Comme les deux derniéres lignes sont linéairement indépendantes, le rang de la matrice vaut 4.

1 3\ ' 1/-4 3
P= (2 4) - 2( 2 —1)'
Ainsi,P<_41> = (91;’2/2> et P<i(i> = (2i3/22>.D0nc f(1,2) = f%(1,2)+%(3,4) et £(3,4) = f§(1,2)+%(3,4).

Ainsi, Matg(f) = 1 <_19 _43>

2.4d) Comme f(1,0,0) = (1,3,0) = (1,0,0)+3(0,1,0)+0(1,1,1), £(0,1,0) = (1,0,1) = 0-(1,0,0)—(0,1,0)+(1,1,1)

1 0 1
et f(1,1,1) = (2,2,1) = (1,0,0) + (0,1,0) + (1,1, 1), alors Mats(f) = (3 -1 1).
0 1 1

1 2 4
2.4 e) Comme f(1) =1, f(X) =X +2et f(X?) = (X +2)° = X* +4X +4, alors Mats(f) = (0 1 4).

2.5a) Comme f(0,1,3) = (4,—1) = —1(0,1) + 4(1,0), £(4,5,6) = (15, —1) = —1(0,1) + 15(1,0) et f(—1,0,1) =

(0,—1) = —(0,1) 4+ 0(1, 0), alors Matp 5 (f) = <41 I; 01>~
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3.3 b) Deux permutations de colonnes, C2 <+ C7 puis Cs <> (3, rameénent ce déterminant a celui d’une matrice
triangulaire supérieure. Son déterminant vaut —2 x 5 x 4 = —40.

3.4 ¢) Le déterminant vaut 3475
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3.5 a) On reconnait une matrice circulante. Son déterminant vaut z* + y° + 2% — 3zyz.

3.5¢) Le déterminant de cette matrice de Vandermonde vaut (y — z)(z — y)(z — x)
3.5d) Les opérations sur les colonnes Co < C2 — C1 et C3 + C3 — C1 rameénent au calcul du déterminant de la
T 1 2
matrice | x+1 1 2], lui-méme nul.
r+2 1 2
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