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Programme des colles MP
Semaine 14 : 20 au 25 janvier 2025

Cours

Séries entieres : tout le chapitre. Le schéma page 3 dans C est la base de tout : il doit étre bien
compris et systématiquement utilisé.

2

1.
2.

Questions de cours

Les séries entieres Y n®z", ou a € R, sont de rayon de convergence égal a 1.

Une série entiere de rayon de convergence R est normalement convergence sur tout disque
fermé de centre 0 et de rayon strictement inférieur a R. Corollaire : la somme d’une série
entiere est continue sur son disque ouvert de convergence.

Savoir démontrer (par intégration) les développements en série entiére suivants :
Ve el - 1,1, In(1+4+2z) = —=x
ou, ce qui revient au méme mais est plus facile a apprendre :

400 1
Ve el - 1,1, —In(1—2)=>_ —a*
=l

+00 (_1)n
Vo €] —1,1], arct =Y ntl
x €] [, arctan(x) 20y 7%

. Développements en série entiere :

— B.E.O. n°47
— Uniquement Hadrien, Mouhamadou, les deux Ryan, Fodié, Yanis. B.E.O. n°51

Exemples d’exercices (en plus, pas spécifiquement au programme des khélles, pour
indication)

B.E.O. numéros 20 (rayons de convergence), 21 (rayon de convergence), 22 (développement en
série entiere), 23(régularité dans un cas particulier), 24 (développement en série entiere), 32 (équa-
tion différentielle).

Enoncé exercice 47 Pour chacune des séries entieres de la variable réelle suivantes, déterminer
le rayon de convergence et calculer la somme de la série entiere sur 'intervalle ouvert de convergence :
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9 n Qop = 4m
.Y aza” avec _ gt

A2n+1 =



Corrigé exercice 47
n$2n ) 3nx2n
et pour tout réel x, on pose u,(x) =

1. On note R le rayon de convergence de Z
n

n=1

Uny1(x)| | 3na?
un(z) | |n+1

Dong, d’apres la regle de d’Alembert :

Pour z non nul, ]3x2|.

n—-4o0o

3”:62”

1
si [322| < 1 c'est-a-dire si |z| < — alors »

\/g n=1

1
et si [32?] > 1 c’est-a-dire si |z| > —= alors Z

\/§ n=1

converge absolument

n..2n

diverge.

On en déduit que R =

E\H

{ +00 3n p2n

NGV R P
Ona:Vaze] [ z::o )"
+00 4n

Or, d’apres les développements en séries entiéres usuels, on a : V¢ € |—1,1] Z — = —In(1—1¢).

On pose : Vz 6}

1 1
Ainsi : Vz € ]—, —
V3 V3
2. Notons R le rayon de Convergence de Z anx™.
On considere les séries Z agn " Z 472%™ et Z a2+ 2t = Z pntlg2ntl

[, S(z) = —In(1 — 322).

Notons R; le rayon de convergence de 24”302” et Ro le rayon de convergence de Z prtlg2ntl

Le rayon de convergence de Za:" vaut 1.

Or, 24"1‘2" = 2(4:62)".

1
Donc pour |[4z2| < 1 c’est-a-dire |z| < 3 Z4nx2" converge absolument
1
et pour |[4z%| > 1 c’est-a-dire |z| > 2’ 24”962" diverge.

On en déduit que Ry = =

. s 1
Par un raisonnement similaire et comme stlg2ntl — 5y 522)", on trouve Ry = ——.
)

V5

2n+1 ‘ :
*1 on en déduit, comme Ry # Ry,

Z apx” étant la série somme des séries Z asnz" et Z 21 1T

1
que R =min(Ry, Ry) = —

D’apres ce qui précéde, on en déduit également que :

11 = = 1 5
v —_, = "+5 ) .
o< |75 g5l s Za”x T O S g

Enoncé exercice 51
(2n)!
(n!)2247(2n + 1)

On se propose de calculer la somme de cette série.

1. Montrer que la série > converge.

2. Donner le développement en série entiere en 0 de t —

en précisant le rayon de

—_
T‘H
~

convergence.
Remarque : dans ’expression du développement, on utilisera la notation factorielle.



3. En déduire le développement en série entiere en 0 de x — Arcsin z ainsi que son rayon de
convergence.
= (2n)!

4. En déduire la valeur d '
n déduire la valeur erg(n!y%n@n—l—l)

Corrigé exercice 51
(2n)!
(n!)2247(2n + 1)

1. On pose : Vn € Nyu,, =
Ona:VneN u, >0.

dn e, Bt _ 2n+2)2n+1)2n+1)  (2n+1)? 1
Tun, (n+1)242n+3)  8(n+1)(2n+3) +o 4’
Ainsi, Untl 1 < 1.

Uy n—+too 4
Donc, d’apres la regle de d’Alembert, > u, converge.

2. D’apres le cours, Vo € R, u — (1+u)® est développable en série entiére en 0 et le rayon de convergence
R de son développement en série entiére vaut 1 si o ¢ N.

+oo —1D...(a— 1
De plus, Vu € |—1,1[, (1 +u)* =1+ alal).la=n+1)

n

1
En particulier, pour a = 3 et u=—t:

1 XREED(=3) (- (2n—1)) n
st 2 (="

En multipliant numérateur et dénominateur par 2.4....2n = 2"n!, on obtient :

R=1etVte]—1,1],

1 =X (2n)!
vte|l —-1,1], =1 R g
=Lt = = U 2 Gy
1 +o00 o)
Conclusion : R=1et Vt €] — 1,1], _ Z @2n)!

- 2
VIi—t = (2!

3. D’aprés la question précédente, en remarquant que : x €] — 1, 1[& t = 22 € [0, 1] et [0, 1[C] — 1,1], il

vient :
1 X (2n)!
Ve el -1,1], ——= = Z vt 2" avec un rayon de convergence R = 1.
V1 — 2 0 (an')
1
Arcsin est dérivable sur | — 1, 1] avec Arcsin’ : z —

V1—22

D’aprés le cours sur les séries entieres, on peut intégrer terme a terme le développement en série

N 1 ,
entiere de x +— Wipawr et le rayon de convergence est conservé.
—x
De plus, on obtient :

“+oo
2n)!
Vo €] — 1,1, Arcsinz = Arc_s;nO —1—7;) (2”n!§2?2)n 1) 2"t avec un rayon de convergence R = 1.

4. Prenons z = — €] — 1, 1] dans le développement précédent.

L (1) X (2n)! 1
On en déduit que Arcsin (2> = Z 2 (2 (2 + 1) 2201

n=0
1 = 2n)!
C’est-a-dire, en remarquant que Arcsin () = E, on obtient Z (2n) -
2 6 = (nh224(2n +1) 3
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